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Toepassingen op determinanten in de meetkunde - Bijlage 2
Het volume van een paralellepidum
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1 Het berekenen van het volume van een parallellepipedum met
determinanten

Het volume V van het parallellepipedum opgespannen door AB, AC en AD met A(X,, ¥ Z,),

B(x,,Y,,Z,), C(x;,Y5,Z;) en D(x,,y,,Z,) kan met onderstaande formule worden berekend.

X=X YooYy 24,77
V=%X;-X, ¥Y;-Y, Z;-Z

Xy=Xy YooYy 2,7

.s . . L D(x,.¥,.2
De rijen van de determinant zijn de codrdinaten van RZEY

AB , AC en AD. Het teken hangt af van het teken van
de determinant. Een volume is immers steeds positief.

Alx4.¥1.24)

Voorbeeld: ‘Bereken het volume V van het parallellepipedum opgespannen door AB , AC en AD
met A(1,1,0), B(1,3,1), C(-1,2,1) en D(1,1,4).’

o AB(0,2,1), AC(-2,1,1) en AD(0,0,4)

0 2 1 . 5 o i ;
o |2 1 1=0+0+4.‘2 1‘=4.4=16 -
0 0 4 B :

e V=16 5 .-
b
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2 Bewijs van de formule voor het volume van een parallepipedum
e  Oppervlakte van het grondvlak (=A,)
Stel: co(ﬁ):(p,q,r) en co(TC):(s,t,u)
We berekenen eerst sina en cosa .

«  ABAC - [AB].[AC].cosc

AB.AC

= COSO = —7—
el fac]

° sina:ﬁ = hz“ﬂf”.sina (1)

Uit (1) volgt: A, =|AB|.h = HTB”.”TC“.sina

Om de hoek o met behulp van de grondformule van de
goniometrie te elimineren, berekenen we het kwadraat van de oppervlakte van het grondvlak.

A2 = A8 JAc] s o

= ”A—BH2 HA—CH2 .(1 —cos® a)

| (ABAC)
- |ag| [ac] | 1- ———
el -Jrd

- [8[ Jac| - (aB.AC)

=(p* +q* +r?)(s’ +t* +u?) - (ps + qt + ru)’

= J;%{erzt2 +p’u” +q’s? +5|9f{+q2u2 +ris? +rit? +r/zdf—p%{—/q%{—r/zd{—Zpsqt—Zpsru—thru
=p’t’ +p’u’ + q’s’ + q°u* +r’s’ +r’t? — 2psqt — 2psru—2qtru

= (pt —sq)” + (pu—rs)® +(qu —rt)’

e  Volume van het parallellepidum (=V)
We stellen een cartesische vergelijking van het vlak ABC op.
X=X, y-y, Z-2

VI(ABC) | p q r |=0
S t u

|up X, + VoY, + W,z +
Door te steunen op de formule d(P,a) =

met P(x,,y,,Z,) en
\/uf +v,+w,)

o <> u.X+V.y+w,.z+t =0 kunnen we volume van het parallellepipedum berekenen.
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V= Ag.d(D,Vl(ABC))

Xg =X Yo=Yy 24,77
p q r

S t u

\/(qu —rt)? + (pu—rs)* + (pt — sq)>

4

I+

= \/(pt —sq)* +(pu—rs)’ +(qu—rt)*.

Xg=Xy Yo=Yy 24,77
=% P q r
S t u

Door p, q, r, s, t en u te vervangen door hun waarde en na het omwisselen van enkele rijen
bekomen we:

X, =Xy Y, 7Yy 2,77

V=%£X;-X Y-V, Z;-Z

Xe =X YYo= Y1 2,7

3 Bewijs m.b.v. het vectorieel product

In het document ‘Toepassingen op determinanten in de mechanica’
wordt aangetoond dat het volume van een parallellepipedum met
volgende formule kan worden berekend.

V =|AD. (ABx AC) ) D(X4.Y,12,)

Hierbij is ABxXAC het vectorieel product van AB met AC.
Deze vectoren hebben volgende coordinaten:

o co(rB) =(X; = XY, Y2, —Z)

. (AC) = oY = Y52y —Z)

® CO(AD) = —Xp¥s—YpZ,—Zy) Alxyyy2y)

° CO( ) AR - Xo =X L =2y X=X ¥y Yy
=Yy Z3Z) (X3 Xy Z3—Zy) (X3 X Y3 Y,

We berekenen AD. (EXE):

—_ = Yy, — Z,—-Z X X, Z 4 X, =X -
AD.(ABXAQ) = (x, —x).L 2 770 22 7By, y) [T TR g g 2T Y
Ys =Y 4377 X3 =Xy Z3 -7 X3=X Y37 Y,
X=X Yo=Y 2,77
We ontwikkelen nu |x; —x, Yy,-Y, Z;-—2z,| naar de laatste rij. We bekomen:
Xy =Xy Ya= Y1 2477
X, =X, Y, -y, Z,-Z
’ 1 ’ 1 ’ 1 _ YY1 7% X, =X 4% X=X Yo~
X3_X1 y3_y1 Z3_Z1 _(X4_X1)‘ _(y4_y1)' +(Z4_ 1)'
Y=Y, Z3-7 X3 =Xy Z3—Z, X3 =Xy Y3~
Xg =Xy Yo=Y 2477
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We besluiten:

L =X YooY 7
AD.(ABXAC) = (X, =X, VY,-Y, Z,-2Z, (2)

Xg =Xy Yo=Y 2477

4
Uit (1) en (2) volgt:

X, =Xy Y, 7Yy 2,77
V=%X;-X, Y-V, Z;-Z

Xy =X Yo=Y 2,77
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