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1 Het berekenen van de oppervlakte van een driehoek met
determinanten

De oppervlakte van de driehoek ABC met A(x,,y,), B(X,,y,) en C(x,,y,) kan met onderstaande

formule worden berekend. Ty

Clg¥)

E(XS —X1,¥3 — ¥1)

B(Xgnyz)

De rijen van de determinant zijn de codrdinaten van AT AB(x2 — x1,¥2 — v1)
171

AB en AC. X

Aangezien de oppervlakte steeds positief is, hangt het teken af van het teken van de determinant.

Opmerking
] X, y, 1
We kunnen deze oppervlakte ook met de formule A, ;. = ii' X, Y, 1| berekenen.
X; y; 1

Steunend op de eigenschappen van determinanten en het ontwikkelen van een determinant naar de
eerste rij krijgen we immers:

X,y 1 E;:E; Xy Y4

X, ¥, 1 = X=X y,-y, 0=

X; =X yz_y1‘
X3 Y3 1 X3 =X Y3 Y, 0

X;=X; ¥Y37Y,

Voorbeeld: ‘Bereken de oppervlakte van de driehoek ABC met A(1,2), B(4,1) en C(2,3).’

y d e AB(3,-1) en AC(1,1)
3
A yz_y‘|=3 _1‘=3+1=4
A X, =X, Y;-y [1 1
1 1
B « Ay =-.4=2

1 AABC 2

0 1 2 3 4
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2 Bewijs m.b.v. trapezia

We tonen deze formule aan voor het geval dat de

driehoek ligt zoals op de afbeelding (x, <X, <X, en g Ys)
y, <Y, <Y, ). Dit is dus geen algemeen bewijs. B(X,.Y)
. A(xq,y1) 1
We kunnen de oppervlakte van de driehoek ABC I |
1
berekenen met behulp van drie trapezia. I : |
1D E ‘_F X
AAABC = Atrapezium ADEC + Atrapezium BCEF Atrapezium ADFB
A _ (b+B).h _ (y; +Y3)- (X3 —x,) _ XY XY XY XY,
® trapezium ADEC — - -
2 2 2
A _(b+B).h (Y, +Y5). (X, —X35) XY, XY, + XY — XY,
® trapezium BCEF - -
2 2 2
° ) :(b+B)h :(y1+y2)'(xz_x1) _ XY = XY + X, = XY,
trapezium ADFB 2 2 2
We bekomen:
AAABC = Atrapezium ADEC + Atrapezium BCEF Atrapezium ADFB
_ (X3y1 — XY, T X5Y5 = XY, ) + (Xzyz —X3¥, +X,¥;5 — XY, ) - (X2y1 = XYt XY, — X1yz)
2
XYy = XL X5 XY+ XYy XY + XY = X5 XY+ X0 - Xy + XY,
2

_ X3¥1 — XY — XY, H XY — XY, + XY,
2

U

We berekenen nu

X; =X yz_y1‘
X3 =X Y3 7Y,

X, =X Y2, Yy
37X Y Y,

‘:(xz —x)(Ys Y1)~ (% = %) (v, -¥,)

=XY3 = XY~ XY+ }1’{1_ X3, + X3¥, + XY, _}1’(1
= XY = XY = XY; — XY, + XY, XY, (2)

X

Als we uitdrukking (1) en (2) vergelijken, bekomen we voor dit concreet geval:

A _1

AABC E

X; =X yz_y1‘
X3 =X Y3,

Indien we echter de twee rijen van de determinant omwisselen, bekomen we het tegengestelde van
dit resultaat. Er geldt dus:
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3 Bewijs m.b.v. rechthoekige driehoeken

We tonen deze formule aan voor het geval dat de driehoek ligt zoals op de afbeelding (x; < x, <X,

en y, <y, <y, ). Dit is dus geen algemeen bewijs.

We kunnen de oppervlakte van de driehoek ABC berekenen met behulp van een rechthoek en drie
rechthoekige driehoeken.

y
F X3 B(X5.Y,)
A e = Acoeer — Asaes — Asnco ~ Assrc) L 2z
° ADDEBF =(X; =X)(Y, Vi) = XY, = XY, = XY, + X3,
° A _ (Xz B X1)(yz _y1) _ Xzyz _X2y1 _X1y2 + X1y1
AEB — 2 = 2
o A _ (X1 - X3)(y3 _y1) _ XY; = XY = X3Y5 + X5,
ACD T 2 = 2
A _ (X, =X3)(y, —Y3) _ XY, —X5Y5 — X5, £X5Y; X
ABFC — 2 = 2

We bekomen:

A +A

A xzyz—xzy1—X1yz+}%+x1y3—%1—%+xsy1 +xzyz—xzy3—xsyz+%
2

ABFC 2 2

AAEB AACD

_ 2Xzyz XY XY, F XY H XY XY X5,
2

=A A A A

AABC oDEBF ~— 'aAEB T 'aAcD T MaBFC

2X2y2 XY XY, E XY XY XY XY,

= XY, — XY XY, XY —

2
_ 2 252 _2X2y1 _2X3y2 +2X3y1 _% XY XY, XY = XY H XY +X5Y,
2
_ XY XY, XY A XY, XY XY (1)
2
We berekenen nu |2~ 11 Y2 —y1‘.
X=X Y3 7Y,
X=X Y2 7Y,
= (% =%)(¥3 =¥4) = (% = %) (¥, -y
)0 )
=XY; — XY XY + 1 XY, TXY XY, —}(Sﬁ
=X¥3 — XY — XY — X3y, X3+ XY, (2)

Als we uitdrukking (1) en (2) vergelijken, bekomen we voor dit concreet geval:

1

AABC :i'

A

X; =% yz_y1‘
X3 =X Y3 Y,

Indien we echter de twee rijen van de determinant omwisselen, bekomen we het tegengestelde van
11X=% Y, _y1‘

=+
AABC —a*
2 (X=X, Y3V,

dit resultaat. Er geldt dus: A
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4 Bewijs m.b.v. vectoren

Om het rekenwerk wat te vereenvoudigen stellen we
a=x,-X,, b=y,-y,, c=x;-x, end=y,; -vy,.

We kunnen de te bewijzen formule herschrijven als:

A +1

AABC 2

a b
C d‘
We berekenen eerst sina. en cosa. .
o ABAC - |AB].JAC]-coso
AB.AC
= COSOl = i———

[#&l-acl

° sinoc:L = h:“rc“.sina (2)

[AC]

Uit (2) volgts Ayge =" = 2-|AB]-[AC] sinc

y
C(x3.¥5)
AC(c,d
(c B(xz.y,)
-~ AB(a, b)
Axyy,)
X

Om de hoek o met behulp van de grondformule van de goniometrie te elimineren, berekenen we
het kwadraat van de oppervlakte van de driehoek ABC.

(Ausc)’ = - JA8[" JAc] sin

* |ac 2.(1—C0520c)

1 i u( (2

s

T
f)

(
(;%f a’d? + b2c? + bAd? — a%¢? —2.abcd - Jmf)
(

Z(”AB“ ‘ACH (AB.AC)
% (a +b2) (c +d2)—(ac+bd)2)
1
4
:% ad—bc)2
1] b[*
“47c d

Hieruit volgt:
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5 Bewijs m.b.v. de formule voor afstand van een punt tot een rechte

We stellen een cartesische vergelijking van de
rechte AC op.

X—X1 y—y1
X=X Y=Y,

ACo

I
o

We bekomen:

AC & (y3 —y1).(x—x1)—(x3 _X1)'(y_y1) =0

Door te steunen op de formule d(P,l) =
u? +v?
we de oppervlakte van driehoek ABC berekenen.

1
= z.|Ac|.d(B, AQ)

Cl¥y¥)

B(xX,.Y,)

AlXp.y,)

Jux + vy, 4w

met P(x,,y,) en l <> ux+v.y+w =0 kunnen

|(y3 —y1)(X2 _X1)_(X3 _X1)(y2 _y1)|

= %.\/(x3 =X+ (Y5 -y,

Jox; =x )2 +(y; —y,)

1
= ii((y3 _y1)(X2 _X1)_(X3 _X1)(yz _y1))
:il.xz_x1 Y2 =Y,

2 X3 =X Y3 7Y,
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